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摘 要:在 Banach空间中，考虑引入一类新的定义于［0，+ ∞ ) 上，关于实数 t 的实特征函数
fx + ty ( y) 和 fx + ty ( x) ，这类新特征函数的相应性质可以用于刻划 Banach 空间的许多几何性质。本文
从这类新特征函数的角度出发，讨论了在 Banach空间中，这类新特征函数与广义凸性模，广义光滑
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Abstract: In Banach space，considering introducing a new class of real characteristic functions fx + ty ( y) and
fx + ty ( y) ，the independent variable is t，and the domain is［0，+ ∞ ) ，and the corresponding properties of those
new characteristic functions are used to characterize many geometric properties of Banach spaces. This paper
proceeds with the point of view of this new characteristic function. In this paper，we discuss a new equivalent of
between such new characteristic functions and generalized modulus of convexity and generalized modulus of
smoothness in Banach spaces. A new method of judging uniformly convex and uniformly smooth Banach spaces is
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0 引 言

在 Banach空间的各种凸性中，一致凸空间是到
目前为止我们所知道的在几何性质方面“弱”于 Hil-
bert空间的“最强”空间。随着 Banach 空间几何理
论的发展，人们已经引入各种凸性，在对文［1 － 2］

中有关结论的分析后，我们发现在最佳逼近以及不

动点理论，鞅论中，这些凸性都有非常重要的应用，

这使得 Banach空间几何理论变得越来越丰富。Ba-
nach空间凸性与光滑性的研究一直是从事 Banach
空间几何数学工作者研究的主要内容，1936 年
J. Clarkson在文［3］中定义了刻划一致凸性的凸性
模之后，凸性模一直是判定 Banach 空间一致凸，严



格凸等凸性的重要方法。光滑性是作为凸性的对偶
性质提出来的，光滑模是凸性模具有对偶性质的模。
文［4］将凸性模与光滑模进行了推广，便是广义凸
性模，广义光滑模，与经典凸性模、光滑模比较起来。
在广义凸性模、广义光滑模中可以选择适当的 α( 而

非局限于经典中的
1
2 ) 进行计算。1975 年 J. Diestel

在文［5］P. 21 的式( 1 ) 中得出一组不等式之后，程
立新等于 1988 年在文［6］为 Banach 空间引入了一
类特征函数，用于刻划 Banach 空间的众多几何性
质。近些年来，有关凸性模与光滑模的性质与应用
也得到了一些理论研究成果［7 － 14］。本文通过对文
［15 － 24］中有关凸性模与光滑模的分析，将特征函
数与广义凸性模、广义光滑模的关系进行讨论，从而
给出这类新特征函数在 Banach空间中的应用，同时
也为各种凸性模的研究提供新的参考方向，给研究

者一种新的认识，新的启迪。

1 基本概念

在本文中，以 X 表示 Banach 空间，S( X) ，
S( X* ) 分别表示 X及其对偶空间 X* 的单位球面。
对于x∈X，取定一个 fx∈S( X* ) 满足 fx ( x) =

‖x‖，这样便得到一个 X到 S( X* ) 映射
x→ fx
并约定对a ＞ 0，fax = fx。
考虑文［5］P. 21的( 1) : 对于 z1，z2∈ S( X) ，λ ＞

0 有
fz1+λz2 ( z2 ) ≥‖z1 + λz2‖ － ‖z1‖≥ λfz1 ( z2 )

( 1)
文［6］后来证明了式( 1) 对于一切 z1，z2∈ X和

实数 λ均成立。
在文［6］中定义了［0，+ ∞ ) 上的关于 t的实函

数 fx+ty ( x) ，fx+ty ( y) 。并且证明了 fx+ty ( y) 单调递增，
fx+ty ( x) 单调递减。

其中 fx+ty ( y) = lim
h→0+

‖x + ty + hy‖ －‖x + ty‖
h ，

fx+ty ( x) + tfx+ty ( y) = ‖x + ty‖。
定义 1［4］ 函数
δ( α)X ( ε) = inf{ 1 － ‖αx + ( 1 － α) y‖: x，y ∈

S( X) ，‖x － y‖≥ ε} ，α∈ ( 0，1)
被称为是 Banach空间 X的广义凸性模。
定义 2［7］ 函数

ραX( t) = sup αx + t
2 y

+ ( 1 － α) x － t
2 y

－ 1{ :

x，y∈ S( X }) ，α∈ ( 0，1)
被称为是 Banach空间的广义光滑模。
定义3 设M = { ( x，y) ∈S( X) × S( X) ，fx∈

S( X* ) ，fx ( x) = ‖x‖，fx ( y) = 0}。
令 cα ( t) = ( 1 － α) 1 － sup

( x，y) ∈M
fx+ty ( x[ ]) ，sα ( t) =

t sup
( x，y) ∈M

fx+ t
α y
( y) 。

这里的 α便是广义凸性模，广义光滑模中的 α。
命题 1［12］ Banach 空间 X 是一致凸的充要条

件是对任何 t∈ ( 0，2］，有 δ( α)X ( t) ＞ 0。

命题 2［14］ Banach 空间 X 是一致光滑的等价

条件为lim
t→0 +

ραX ( t)
t = 0。

引理1［6］ 设 x，y∈ S( X) ，t≥0，则‖x + ty‖ －

‖x‖ = ∫
t

0
fx+sy ( y) ds。

证明: 因 g( s) =
Δ
‖x + sy‖为连续凸函数，故除

可列点外 g' ( s) 处处可导，所以

g( t) － g( 0) = ∫
t

0
g' ( s) ds

当 g' ( s) 存在时

g' ( s) = lim
h→0 +

‖( x + sy) + hy‖ － ‖x + sy‖
h =

N± ( x + sy，y)
文［8］的结果表明

N+ ( x + sy，y) = max
f∈S( X* )

f( x+sy) =‖x+sy‖

f( y) ，N－ ( x + sy，y) =

min
f∈S( X* )

f( x+sy) =‖x+sy‖

f( y) 。

因而 g' ( t) = N± ( x + ty，y) = fx+ty ( y) ，

故 g' ( s) =
a. e

fx+sy ( y) ，从而 g( t) = g( t) － g( 0) =

∫
t

0
fx+sy ( y) ds。

证闭。

2 主要内容

在给出了一些说明与基本定义之后，下面便是

对广义凸性模，广义光滑模与特征函数关系的探讨，

于是我们可以得出下面的定理与推论。

定理 1 cα α'

2( )t ≤δX
( α) ( t) ≤ cα( 4t) ，t∈ 0，[ ]1

2
，

其中 α' = min{ α，1 － α}。
证明: 先证明不等式的右半部分成立

δX
( α) ( t) = inf{ 1 －‖αx + ( 1 － α) y‖: x，y∈ S( X) ，
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‖x － y‖≥ t} =
inf{ 1 －‖x + ( 1 － α) ( y － x) ‖: x，y∈ S( X) ，‖x －
y‖≥ t} =

inf 1 － x + ( 1 － α) ‖y － x‖· y － x
‖y － x‖

: x，y{ ∈

S( X) ，‖x － y‖≥ }t
由式( 1) 得

≤ inf{ － ( 1 － α) ‖y － x‖fx
y － x

‖y － x( )‖ :‖x － y‖≥

t，x，y∈ S( X) } =
( 1 － α) { 1 － fx ( y) :‖x － y‖≥ t，x，y∈ S( X) }。

下面我们证明，当( y，x) ∈ M 时 y + 4tx
‖y + 4tx‖

，( )y ∈
{ ( x1，x2 ) : x1，x2 ∈ S( X) ，‖x1 － x2‖≥ t}。
由于 fy∈ S( X* ) ，所以‖fy‖ = 1，| k1 | = | fy ( k1y +
k2x) |≤| k1y + k2x |，k1，k2 ∈ Ｒ。
即有 | k1y + k2x |≥| k1 |，k1，k2 ∈ Ｒ。
( ⅰ) 若‖y + 4tx‖≥ 2，则

y + 4tx
‖y + 4tx‖

－ y = 1
‖y + 4tx‖‖

－ (‖y +4tx‖ －1) y +

4tx‖≥ 1
‖y + 4tx‖

( ‖y + 4tx‖ － 1) ≥ 1
2 ≥ t，

t∈ 0，[ ]1
2
。

( ⅱ) 若‖y + 4tx‖ ＜ 2，‖y + 4tx‖ － 1 ＜ 2t，
则

y +4tx
‖y +4tx‖

－ y = 1
‖y +4tx‖

－( )1 y + 4tx
‖y +4tx‖

=

1
‖y + 4tx‖‖

－ ( ‖y + 4tx‖ － 1) y + 4tx‖ ≥

1
2 ( ‖4tx‖ －| ‖y + 4tx‖ － 1 | ) =

1
2［4t － ( ‖y + 4tx‖ － 1) ］≥ 1

2 ·2t = t。

( ⅲ) 若‖y + 4tx‖ ＜ 2，‖y + 4tx‖ － 1 ＞ 2t，
则

y + 4tx
‖y + 4tx‖

－ y = 1
‖y + 4tx‖‖

－ (‖y +4tx‖ －1) y +

4tx‖≥ 1
2 | ‖y + 4tx‖ － 1 |≥ 1

2 ·2t = t。

由此知，总有 y + 4tx
‖y + 4tx‖

－ y ≥ t。

即当( y，x) ∈ M 时， y + 4tx
‖y + 4tx‖

，( )y ∈ { ( x1，x2 ) :
x1，x2 ∈ S( X) ，‖x － y‖≥ t}。
综上可得

sup{ fx ( y) :‖x － y‖ ≥ t，x，y ∈ S( X) } ≥
sup{ f y+4tx

‖y+4tx‖( y) : ( y，x)
∈M} = sup{ fy+4tx ( y) : ( y，x) ∈M}

即可得出

( 1 － α) ［1 － sup{ fx ( y) :‖x － y‖≥ t，x，y∈S( X) ］≤
( 1 － α) ［1 － sup{ fy+4tx ( y) : ( y，x) ∈ M} ］ = cα ( 4t)

故 δ( α)X ( t) ≤ cα ( 4t) 得证。
下面证明不等式的左半部分成立。

( ⅰ) 当 0 ＜ α≤ 1
2 时

δ( α)X ( t) = ( 1 － α) － sup{‖αx + ( 1 － α) y‖ － α:
x，y∈ S( X) ，‖x － y‖ = t} =

( 1 － α) － αsup x + 1 － α
α

y － 1: x，y{ ∈

S( X) ，‖x － y‖ }= t ≥

( 1 － α) 1 － sup x + 1 － α
α

y － 1: x，y{[ ∈

S( X) ，‖x － y‖ }]= t

由式( 1) 有
≥ ( 1 － α) 1 － sup fx+1－αα y ( y) : x，y∈ S( X{[ ) ，

‖x － y‖ }]= t =

( 1 － α) 1 － sup f1－α
α y+

x+1－αα ay
1－a
( y) : x，y∈ S( X{[ ) ，

a = － α
1 － α

fy ( x }]) =

( 1 － α) 1 － sup f1－α
α y+

α
1－αx+ay

1( )－a
( y) : x，y∈ S( X{[ ) ，

a = － α
1 － α

fy ( x }]) =

( 1 － α) 1 － sup fy+
α

1－αx+ay
1－a
( y) : x，y∈ S( X{[ ) ，

a = － α
1 － α

fy ( x }]) =

( 1 － α) 1 － sup fy+
α

1－αx+ay
1－a ·z ( y) ，x，y∈ S( X{[ ) ，

a = － α
1 － α

fy ( x) ，z =

α
1 － α

x + ay

α
1 － α

}


x + ay

注意此时

a = － α
1 － α

fy ( x) = － α
1 － α

fy ( x － y) － α
1 － α ≤

α
1 － α‖

x － y‖ － α
1 － α

= α
1 － α
( t － 1) ＜ 0。

由 于 z =

α
1 － α

x + ay

α
1 － α

x + ay
， 所 以 fy ( z) =
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1
α

1 － α
x + ay

α
1 － α

fy ( x)( )+ a = 0。

故( y，z) ∈M，而 a = － α
1 － α

fy ( x) ，又 fy ( x) ≤1，所以

1
1 － a≥ 1 － α。

于是我们可以得到

α
1 － α

x + ay

1 － a ≥

( 1 － α) α
1 － α

x + ay 。

当 α
1 － α

+ a≤ αt
2( 1 － α) 时

，有

( 1 － α) α
1 － α

x + ay ≥

( 1 － α) α
1 － α
( x － y) + α

1 － α( )+ a y ≥

( 1 － α) α
1 － α

t － α
2( 1 － α)( )t = α

2 t。

当 α
1 － α

+ a ＞ α
2( 1 － α)

t时，有

( 1 － α) α
1 － α

x + ay ＞ ( 1 － α) α
1 － α( )－| a | ＞

( 1 － α) αt
2( 1 － α) t

= αt
2 。

利用 fy+tz ( y) 的单调递减性可知 fy+
α

1－αx+ay
1－a z ( y)

≤ fy+αt2 z ( y) 。

则有

δ( α)X ( t) ≥ ( 1 － α) 1 － sup fy+
α

1－αx+ay
1－a z ( y) : x，y∈ S( X{[ ) ，

a = － α
1 － α

fy ( x) ，z =

α
1 － α

x + ay

α
1 － α

}


x + ay
≥

( 1 － α) 1 － sup fy+αt2 z ( y) : ( y，z) ∈{ }[ ]M = cα αt( )2
。

所以此时 δ( α)X ( t) ≥ cα αt( )2
。

( ⅱ) 当 1
2 ≤ α ＜ 1 时

δ( α)X ( t) = α － sup{‖αx + ( 1 － α) y‖ － ( 1 － α) :
x，y∈ S( X) ，‖x － y‖ = t} ≥

( 1 － α) 1 － sup α
1 － α

x + y － 1: x，y{[ ∈

S( X) ，‖x － y‖ }]= t

由本文中的式( 1) 有
≥ ( 1 － α) 1 － sup fy+ α

1－αx
( x) : x，y∈ S( X }{[ ]) =

( 1 － α) 1 － sup f α
1－αx+

y+ α
1－αax
1－a
( x) : x，y∈ S( X{[ ) ，

a = － 1 － α
α

fx ( y }]) =

( 1 － α) 1 － sup fx+
1－α
α y+ax
1－a z ( x) : x，y∈ S( X{[ ) ，

a = － 1 － α
α

fx ( y) ，z =
ax + 1 － α

α
y

ax + 1 － α
α

}


y

此时

a = － 1 － α
α

fx ( y) = － 1 － α
α

fx ( y － x) － 1 － α
α ≤

1 － α
α ‖y － x‖ － 1 － α

α
= 1 － α

α
( t － 1) ＜ 0。

其中 z =
ax + 1 － α

α
y

ax + 1 － α
α

y
，从 而 得 出 fx ( z) =

1

ax + 1 － α
α

y
a + 1 － α

α
fx ( y( )) = 0。

所以( x，z) ∈ M。又 a = － 1 － α
α

fx ( y) ，易知
1

1 － a
≥ α。

则有

1 － α
α

y + ax

1 － a ≥ α 1 － α
α

y + ax 。

从而当
1 － α
α

+ a≤ 1 － α
2α

t，时

α 1 － α
α

y + ax ≥

α 1 － α
α
( y － x) + 1 － α

α( )+ a x ≥

α 1 － α
α

t － 1 － α
2α( )t = 1 － α

2 t，

当
1 － α
α

+ a ＞ 1 － α
2α

t时

α 1 － α
α

y + ax ＞ α 1 － α
α( )－| a | ＞ α · 1 － α

2α

= 1 － α
2 t。

于是总有

1 － α
α

y + ax

1 － a ≥ 1 － α
2 t，

利用 fx+tz ( x) 的单调递减性可得 fx+
1－α
α y+ax
1－a z ( x)

≤ fx+1－α2 tz ( x) ，

则
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δ( α)X ( t) ≥ ( 1 － α) 1 － sup fx+
1－α
α y+ax
1－a z ( x) : x，y∈ S( X{[ ) ，

a = － 1 － α
α

fx ( y) ，z =
ax + 1 － α

α
y

ax + 1 － α
α

}


y
≥

( 1 － α) 1 － sup fx+1－α2 tz( x) : ( x，y) ∈{ }[ ]M = cα 1 － α
2( )t 。

所以 δ( α)X ( t) ≥ cα 1 － α
2( )t 。综上可知不等式的左半

部分成立。
由此我们可以得出这样的一个推论:

推论 1 X一致凸当且仅当
cα ( t) = ( 1 － α) ［1 － sup

( x，y) ∈M
fx+ty ( x) ］ ＞ 0，t ＞ 0。

定理 2 s( α) t( )4
≤ ραX ( t) ≤ s( α') ( 4t)

其中 α' = min{ 1 － α，α} ，0 ≤ t≤ α'。
证明:

ραX ( t) = sup αx + t
2 y － α + ( 1 － α) x － t

2 y{ －

( 1 － α) : x，y∈ S( X }) ≥
sup αx + t

2 y － α + ( 1 － α) x － t
2 y{ －

( 1 － α) : ( x，y) ∈ }M ≥

sup αx + t
2 y － α: ( x，y) ∈{ }M

( 因 ( 1 － α) x － t
2 y ≥ ( 1 － α) ，当( x，y) ∈M) ≥

α·sup{ ∫
t
2α

0
fx+sy ( y) : ( x，y) ∈ M} ( 由引理 1 可得)

( 由于 fx ( y) = 0，由 fx+sy ( y) 的单调递增可知
fx+sy ( y) ≥ 0)

≥ α·sup{ ∫
t
2α

t
4α

fx+ty ( y) ds: ( x，y) ∈ M} ≥

α·sup{ ∫
t
2α

t
4α

fx+ t
4αy
( y) ds: ( x，y) ∈ M} =

t
4 ·sup{ fx+ t

4αy
( y) : ( x，y) ∈ M} =

s( α) t( )4
下面不等式的左半部分成立

ραX ( t) = α·sup x + t
2α

y － 1 + 1 － α
α

x － t
2α

y{ －

1 － α
α
: x，y∈ S( X }) =

α·sup fx+ t
2αy

x + t
2α( )y －( )1{ +

1 － α
α

fx－ ty
2( 1－α)

x － ty
2( 1 － α( )) －( )1 : x，y∈ S( X }) =

α·sup fx+ ty
2α
( x) + 1 － α

α
fx－ ty

2( 1－α)
( x){ +

t
2α
( fx+ ty

2α
( y) － fx－ ty

2( 1－α)
( y) ) － 1

α
: x，y∈ S( X })

( 当
1

1 － α≥
1
α 即

1
2 ≤α ＜ 1，利用 fx+ty ( y) 的单调递

增性)

≤α·sup fx+ty2α ( x) +
1 － α
α

fx－ ty
2( 1－α)
( x) + t

2α fx+ ty
2( 1－α)
( y)({ －

fx－ ty
2( 1－α)
( y )) － 1

α
: x，y∈ S( X })

令 z =
ax + 1

2( 1 － α)
y

ax + 1
2( 1 － α)

y
，a = － 1

2( 1 － α)
fx ( y)

则 fx ( z) = 0，从而( x，z) ∈ M。
t
2α fx+ ty

2( 1－α)
( y) － fx－ ty

2( 1－α)
( y) )( =

1 － α
α

t· ax + y
2( 1 － α)

( fx+ ty
2( 1－α)
( z) － fx－ ty

2( 1－α)
( z) ) +

1 － α
α

at( fx－ ty
2( 1－α)
( x) － fx+ ty

2( 1－α)
( x ))

而
1 － α
α

at fx－ ty
2( 1－α)
( x) － fx+ ty

2( 1－α)
( x( )) + fx+ ty

2α
( x) +

1 － α
α

fx－ ty
2( 1－α)
( x) =

1 － α
α

fx－ ty
2( 1－α)
( x) ( 1 + at) + fx+ ty

2α
( x) －

1 － α
α

at·fx+ ty
2( 1－α)
( x) ≤ 1

α
又 fx+ ty

2( 1－α)
= f( 1－at) x+t ax+ y

2( 1－α( )) = fx+t ax+ y
2( 1－α)
1－at z

fx－ ty
2( 1－α)

= f( 1+at) x－t ax+ y
2( 1－α( )) = fx－t ax+ y

2( 1－α)
1+at z

t
ax + y

2( 1 － α)
1 － at ≤ t·

| a | + 1
2( 1 － α)

1 －| a | t ≤

t 2
2( 1 － α) － t≤

2t
1 － α

t
ax + y

2( 1 － α)
1 + at ≤ t

| a | + 1
2( 1 － α)

1 －| a | t ≤

2t
1 － α
，t∈［0，1 － α］

即

fx+ ty
2( 1－α)
( z) = fx+t ax+ y

2( 1－α)
1－at z ( z) ≤ fx+ 2t

1－αz
( z) －
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fx－ ty
2( 1－α)
( z) = fx+t ax+ y

2( 1－α)
1+at ( －z)
( － z) ≤ fx+ 2t

1－α( －z)
( － z)

所以

ραX( t) ≤α·sup 1 － α
α

t· ax + y
2( 1 － α)

( fx+ ty
2( 1－α)
( z){ －

fx－ ty
2( 1－α)
( z) ) ，( x，z) ∈ }M ≤

( 1 － α) t·sup | a | + 1
2( 1 － α( )) ( fx+ 2t

1－αz
( z){ －

fx－ 2t
1－αz
( z) ) ，( x，z) ∈ }M ≤

2t·sup{ fx+ 2t
1－αz
( z) ，( x，z) ∈ M} ≤

4t·sup{ fx+ 4t
1－αz
( z) ，( x，z) ∈ M}

当
1

1 － α≤
1
α 时
，

ραX ( t) ≤ α·sup fx+ ty
2α
( x) + 1 － α

α
fx－ ty

2( 1－α)
( x){ +

t
2α
( fx+ ty

2α
( y) － fx－ ty

2α
( y) ) － 1

α
: x，y∈ S( x })

此时我们令 z =
ax + 1

2α
y

ax + 1
2α

y
，a = － 1

2α
fx ( y) 于是

( x，z) ∈ M。
t
2α
( fx+ty2α ( y) －fx－ty2α ( y) ) = t· ax + 1

2α
y ( fx+ty2α ( z) －fx－ty2α ( z) ) +

at( fx－ ty
2α
( x) － fx+ ty

2α
( x) )

而

at( fx－ ty
2α
( x) － fx+ ty

2α
( x) ) + fx+ ty

2α
( x) + 1 － α

α
fx－ ty

2( 1－α)
( x) =

at·fx－ ty
2α
( x) + ( 1 － at) fx+ ty

2α
( x) + 1 － α

α
fx－ ty

2( 1－α)
( x) ≤ 1

α
又

fx+ ty
2α

= f( 1－at) x+t ax+ y
2( )α = fx+t ax+ y

2α
1－at z，fx－ ty

2α
=

f( 1+at) x－t ax+ y
2( )α = fx－t ax+ y

2α
1+at z

t
ax + y

2α
1 + at ≤ t

| a | + 1
2α

1 －| a | t ≤
2t

2α － t≤
2t
α
，

t
ax + y

2α
1 + at ≤ t

| a | + 1
2α

1 －| a | t ≤
2t
α
，t∈［0，α］。

所以

ραX( t)≤α·sup t ax + y
2α
( fx+ty2α ( z) － fx－ty2α ( z) ) :x，y∈S(X{ }) ≤

α·sup t | a | + 1
2( )α ( fx+t ax+ y2α

1－at z(z) －fx－t ax+ y2α
1+at z(z) :(x，z) ∈M{ )≤

t·sup fx+ 2t
α z
( z) － fx－ 2t

α
( z) : ( x，z) ∈{ }M ≤

2t·sup fx+ 2t
α z
( z) : ( x，z) ∈{ }M ≤

4t·sup fx+ 4t
α z
( z) : ( x，z) ∈{ }M

综上定理 2 得证，于是我们可以得出下面的一个
推论。
推论 2 X是一致光滑的充分必要条件为

lim
t→0 +

s( α) ( t)
t → 0。
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